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Maths XP   CS °      8 Janvier 2025                   Thiaude P. 
Durée : 55 minutes  Calculatrice autorisée en mode examen 
 

La calculatrice ne peut être utilisée que pour vérifier au brouillon les calculs. 
La qualité et la précision de la rédaction entreront dans la notation de la copie.  
 
Exercice 1 [5 points] Une équation du second degré 
 

Résoudre dans ℂ l’équation (ܧ) ∶ ²ݖ  + (−2 + ݖ(7݅ − 11 − 7݅ = 0. 
  
Exercice 2 [9 points]  Une équation du troisième degré  
 

Pour tout ݖ ∈ ℂ, on pose : ܲ(ݖ) = ଷݖ + ଶ(2ݖ − 5݅) + −5)ݖ 10݅) − 25݅. 
 

1. Soit ݕ un réel, montrer que la partie réelle de ܲ(݅ݕ) est : −2ݕଶ +   ,ݕ10
et que la partie imaginaire de ܲ(݅ݕ) est : −ݕଷ + ଶݕ5 + ݕ5 − 25. 

 
 

2. En déduire que ܲ admet exactement une racine imaginaire pure et préciser 
cette racine.  
 

3. En déduire une factorisation de ܲ(ݖ). 
 

4. Résoudre dans ℂ l’équation ²ݖ + ݖ2 + 5 = 0. 
 

5. Déduire des questions précédentes toutes les racines de ܲ.  
 
Exercice 3 [6 points]  Une équation du troisième degré à coefficients réels 
 

Pour tout ݖ ∈ ℂ, on pose : ܲ(ݖ) = ଷݖ − ଶݖ6 + ݖ18 − 40. 
 

1. Démontrer que, pour tout ߙ ∈ ℂ, on a :  
« si ߙ est une racine de ܲ, alors son conjugué ߙത est une racine de ܲ ».  
On rappellera les formules utilisées.  
 

2. Calculer ܲ(1 + 3݅), en déduire deux racines distinctes de ܲ. 
 

3. Déterminer une factorisation de ܲ(ݖ), ݖ ∈ ℂ. 
 
 
BONUS [1 point]  Une équation du quatrième degré  
 

Résoudre dans ℂ l’équation (ܧ) ∶ ସݖ = 28 − 96݅.  
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Corrigé 
Exercice 1 
Résoudre dans ℂ l’équation (ܧ) ∶ ²ݖ + (−2 + ݖ(7݅ − 11 − 7݅ = 0 . 
²ݖ + (−2 + ݖ(7݅ − 11 − 7݅ est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ  avec ܽ = 1, ܾ = (−2 + 7݅) et 
ܿ = −11 − 7݅, de discriminant 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−2 + 7݅)ଶ − 4(1)(−11 − 7݅) = 4 + 2(−2)(7݅) + (7݅)ଶ + 44 + 28݅ 
= 4 − 28݅ + 49݅ଶ + 44 + 28݅ = 4 − 28݅ − 49 + 44 + 28݅ = −1 
 

En posant ߜ = ݅ on a : ²ߜ = ݅² = −1 = Δ. 
D’après les formules du cours, l’équation (ܧ) admet pour solutions : 
 
 

ଵݖ =
−ܾ − ߜ

2ܽ
=
−(−2 + 7݅) − ݅

2(1)
=

2 − 7݅ − ݅
2

=
2 − 8݅

2
=

2(1 − 4݅)
2

= 1 − 4݅ 

ଶݖ =
−ܾ + ߜ

2ܽ
=
−(−2 + 7݅) + ݅

2(1)
=

2 − 7݅ + ݅
2

=
2 − 6݅

2
=

2(1 − 3݅)
2

= 1 − 3݅ 
 

Conclusion 
L’équation (ܧ) admet pour solutions :  −  et  − .  
 
Exercice 2 
ࢠ∀ ∈ ℂ,(ࢠ)ࡼ = ࢠ + (ࢠ − ) + )ࢠ − ) −  
 

1. Soit ࢟ un réel, montrer que la partie réelle de (࢟)ࡼ est : −࢟ + ࢟, et que la partie 
imaginaire de (࢟)ࡼ est : −࢟ + ࢟ + ࢟ − . 
 

Pour ݕ ∈ ℝ, on a : 
 (݅ݕ)ܲ
= ଷ(݅ݕ) + ଶ(2(݅ݕ) − 5݅) + 5)݅ݕ − 10݅) − 25݅ 
= ଷ݅ଷݕ + ଶ݅ଶ(2ݕ − 5݅) + 5)݅ݕ − 10݅) − 25݅ 
= ଷݕ݅− − 2)²ݕ − 5݅) + ݅ݕ5 − ଶ݅ݕ10 − 25݅ 
= ଷݕ݅− − ଶݕ2 + ଶݕ5݅ + ݅ݕ5 + ݕ10 − 25݅ 
= ଶݕ2− + ݕ10 + ଷݕ−)݅ + ଶݕ5 + ݕ5 − 25) 

Résumons : ܲ(݅ݕ) = ଶݕ2− + ݕ10 + ଷݕ−)݅ + ଶݕ5 + ݕ5 − 25) (∗). 
Or, ݕ ∈ ℝ donc −2ݕଶ + ݕ10 ∈ ℝ et −ݕଷ + ଶݕ5 + ݕ5 − 25 ∈ ℝ, il résulte de (∗) que : 
൯(࢟)ࡼ൫܍܀ = −࢟ + ࢟  et  ۷ܕ൫(࢟)ࡼ൯ = ࢟− + ࢟ + ࢟ − . 
 

2. Montrer que ࡼ admet exactement une racine imaginaire pure et préciser cette racine.  

Dire que ܲ admet une racine imaginaire pure signifie qu’il existe un réel ݕ tel que 
(݅ݕ)ܲ = 0, autrement dit tel que Re൫ܲ(݅ݕ)൯ = 0 et Im൫ܲ(݅ݕ)൯ = 0, 
c’est-à-dire tel que : −2ݕଶ + ݕ10 = 0  et  −ݕଷ + ଶݕ5 + ݕ5 − 25 = 0 (∗∗). 
Or, −2ݕଶ + ݕ10 = 0 ⇔ ݕ2−)ݕ + 10) = 0 ⇔ ݕ = ݕ ݑ  0 = 5 
• si ݕ = 0, alors en remplaçant dans (∗∗) on obtient : −0ଷ + 5(0)ଶ + 5(0) − 25 = 0 ce 
qui est faux donc on doit rejeter ݕ = 0 
• si ݕ = 5, alors en remplaçant dans (∗∗) on obtient : −5ଷ + 5(5)ଶ + 5(5) − 25 = 0 
ce qui est vrai, par conséquent on peut accepter ݕ = 5. 
 

Conclusion : ࡼ admet pour unique racine imaginaire pure .  
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3. En déduire une factorisation de (ࢠ)ࡼ. 

5݅ est une racine de ܲ donc d’après le théorème de factorisation ܲ(ݖ) est factorisable 
par (ݖ − 5݅), par conséquent il existe ܳ de degré 2 tel que, pour tout ݖ ∈ ℂ : 

(ݖ)ܲ = ݖ) −  (ݖ)ܳ(5݅
Or, ܲ(ݖ) = ଷݖ + ଶ(2ݖ − 5݅) + 5)ݖ − 10݅) − 25݅ donc il existe (ܾ, ܿ) ∈ ℂଶ tels que, pour 
tout ݖ ∈ ℂ : ݖଷ + ଶ(2ݖ − 5݅) + 5)ݖ − 10݅) − 25݅ = ݖ) − ଶݖ)(5݅ + ݖܾ + ܿ). 
Or, pour tout ݖ ∈ ℂ, on a : 

ݖ) − ଶݖ)(5݅ + ݖܾ + ܿ) = ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 5݅) + ܿ)ݖ − 5ܾ݅) − 5݅ܿ 
donc, pour tout ݖ ∈ ℂ, on a : 

ଷݖ + ଶ(2ݖ − 5݅) + 5)ݖ − 10݅) − 25݅ = ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 5݅) + ܿ)ݖ − 5ܾ݅) − 5݅ܿ 
Par identification : 

൝
ܾ − 5݅ = 2 − 5݅
ܿ − 5ܾ݅ = 5 − 10݅
−5݅ܿ = −25݅

⇔ ൝
ܾ = 2

ܿ − 10݅ = 5 − 10݅
5ܿ = 25

⇔ ൝
ܾ = 2
ܿ = 5
ܿ = 5

⇔ ቄܾ = 2
ܿ = 5 

 

Pour tout ࢠ ∈ ℂ,(ࢠ)ࡼ = ࢠ) − ࢠ)( + ࢠ + ). 
 
 

4. Résoudre dans ℂ l’équation ²ࢠ + ࢠ +  = . 
²ݖ + ݖ2 + 5 est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ avec ܽ = 1, ܾ = 2 et ܿ = 5, de discriminant : 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = 2ଶ − 4(1)(5) = 4 − 20 = −16².  
En posant ߜ = 4݅, on a ²ߜ = (4݅)ଶ = 16݅² = −16 = Δ.  
Les solutions dans ℂ de ²ݖ + ݖ2 + 5 = 0 sont : 
 

ଵݖ =
−ܾ − ߜ

2ܽ
=
−2 − 4݅

2(1) =
2(−1 − 2݅)

2
= −1 − 2݅ 

ଶݖ =
−ܾ + ߜ

2ܽ
=
−2 + 4݅

2(1) =
2(−1 + 2݅)

2
= −1 + 2݅ 

 

L’équation ²ݖ + ݖ2 + 5 = 0 admet pour solutions dans ℂ : −1 − 2݅ et −1 + 2݅. 
 

Remarque Les coefficients étant tous réels et Δ < 0 donc on pouvait aussi affirmer que 
les solutions sont les deux complexes conjugués : 

ଵݖ =
−ܾ − ݅ඥ|Δ|

2ܽ
=
−2 − ݅√16

2(1)
=
−2 − 4݅

2
=

2(−1 − 2݅)
2

= −1 − 2݅ 

ଶݖ = ଵഥݖ = −1 + 2݅ 
 

5. Déduire des questions précédentes toutes les racines de ࡼ.  
Les racines de ܲ sont les solutions dans ℂ de l’équation ܲ(ݖ) = 0.  
 

Or, on a les équivalences : 
(ݖ)ܲ = 0 ⇔ ݖ) − ଶݖ)(5݅ + ݖ2 + 5) = 0 ⇔ ݖ − 5݅ = ଶݖ ݑ 0 + ݖ2 + 5 = 0  
⇔ ݖ = ݖ ݑ 5݅ = −1 − ݖ ݑ 2݅ = −1 + 2݅ 
 

Conclusion  
Les racines de ܲ sont : , − −  et − + . 
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Exercice 3 
Pour tout ࢠ ∈ ℂ, on pose : (ࢠ)ࡼ = ࢠ − ࢠ + ૡࢠ − . 
 

1. Démontrer que, pour tout ࢻ ∈ ℂ, on a : « si ࢻ est une racine de ࡼ, alors son conjugué 
 .On rappellera les formules utilisées .« ࡼ ഥ est une racine deࢻ
 

Supposons que ∈ ℂ est une racine de ܲ, autrement dit que : ܲ(ߙ) = 0. 
On a : 
(തߙ)ܲ = ଷ(തߙ) − ଶ(തߙ)6 + തߙ18 − 40 = ଷതതതതߙ − ଶതതതതߙ6 + 18തതതതߙത − 40തതതത = ଷതതതതߙ − ଶതതതതതߙ6 + തതതതതߙ18 − 40തതതത 
= ଷߙ − ଶߙ6 + ߙ18 − 40തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത = 0ത = 0 
 

On a : ܲ(ߙത) = 0, donc ࢻഥ est une racine de ࡼ. 
 

Formules utilisées sont : ( ݖ ഥ ) = ᇱതതതതݖݖ , തതതݖ = ̅ݖ × ᇱഥݖ ݖ , + ᇱതതതതതതതതݖ = ̅ݖ + ᇱഥݖ  et ݖ − ᇱതതതതതതതതݖ = ̅ݖ − ᇱഥݖ  
 

2. Calculer ࡼ( + ), en déduire deux racines distinctes de ࡼ. 
 

ܲ(1 + 3݅) 
= (1 + 3݅)ଷ − 6(1 + 3݅)ଶ + 18(1 + 3݅) − 40 
= (1 + 3݅)(1 + 3݅)ଶ − 6(1 + 3݅)ଶ + 18(1 + 3݅) − 40 

Or, (1 + 3݅)ଶ = 1 + 2(1)(3݅) + (3݅)ଶ = 1 + 6݅ − 9 = −8 + 6݅ 
donc : 

ܲ(1 + 3݅) 
= (1 + 3݅)(−8 + 6݅) − 6(−8 + 6݅) + 18(1 + 3݅) − 40 
= −8 + 6݅ − 24݅ − 18 + 48 − 36݅ + 18 + 54݅ − 40 
= −8 − 18 + 48 + 18 − 40 + ݅(6 − 24 − 36 + 54) 
= 0 + 0݅ 
= 0 
 

On a : ܲ(1 + 3݅) = 0 autrement dit 1 + 3݅ est une racine de ܲ, donc d’après la question 
précédente 1 + 3ଓതതതതതതതത est aussi une racine de ܲ, autrement dit 1 − 3݅ est une racine de ܲ. 
 

Conclusion :  +  et  −  sont deux racines distinctes de ࡼ. 
 

3. Déterminer une factorisation de (ࢠ)ࡼ. 
Un polynôme de degré 3 ݖ ↦ ܽଷݖଷ + ܽଶݖଶ + ܽଵݖ + ܽ la somme des racines est : − 

మ
య

. 
Pour tout ݖ ∈ ℂ, ܲ(ݖ) = 3ݖ − 2ݖ6 + ݖ18 − 40 donc la somme des trois racines 
ଵݖ = 1 + ଶݖ ,3݅ = 1 − 3݅ et ݖଷ est : 

1 + 3݅ + 1 − 3݅ + ଷݖ =
+6
1
⇔ 2 + ଷݖ = 6 ⇔ ଷݖ = 6 − 2 ⇔ ଷݖ = 4 

Une factorisation de ܲ(ݖ) s’écrit ܽ(ݖ − ݖ)(ଵݖ − ݖ)(ଶݖ −  : ଷ), doncݖ
ࢠ∀ ∈ ℂ,(ࢠ)ࡼ = ࢠ) − )(ࢠ −  − ࢠ)( −  + ) 

  

Autre méthode : 
 

1 + 3݅ et 1 − 3݅ sont des racines de ܲ donc il existe ܿ ∈ ℂ tel que : 
 

ݖ∀ ∈ ℂ,ܲ(ݖ) = ݖ) − (1 + ݖ)((3݅ − (1 − ݖ)((3݅ − ܿ) 
 

Pour  ݖ = 0, on obtient : 
ܲ(0) = ൫−(1 + 3݅)൯൫−(1 − 3݅)൯(−ܿ) = (1 + 3݅)(1 − 3݅)(−ܿ) = (1² − (3݅)²)(−ܿ) 
= (1 + 9)(−ܿ) = −10ܿ 
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Or, ܲ(0) = (0)ଷ − 6(0)ଶ + 18(0) − 40 = −40, donc −10ܿ = −40 i.e.  ܿ = 4. 
 

Conclusion 
Une factorisation est : ܲ(ݖ) = ݖ) − 1 − ݖ)(3݅ − 1 + ݖ)(3݅ − 4). 
 

Les racines de ܲ sont les solutions de ܲ(ݖ) = 0. Or, on a les équivalences : 
 

(ݖ)ܲ = 0 ⇔ ݖ) − 1 − ݖ)(3݅ − 1 + ݖ)(3݅ − 4) = 0 
⇔ ݖ = 1 + ݖ ݑ 3݅ = 1 − ݖ ݑ 3݅ = 4 

 

Une factorisation de ܲ(ݖ) s’écrit ܽ(ݖ − ݖ)(ଵݖ − ݖ)(ଶݖ −  : ଷ), doncݖ
ࢠ∀ ∈ ℂ,(ࢠ)ࡼ = ࢠ) − )(ࢠ −  − ࢠ)( −  + ) 

 
BONUS 
On cherche à résoudre dans ℂ l’équation (ࡱ) ∶ ࢠ = ૡ − ૢ. 
Remarquons d’abord que : 
 

28 − 96݅ = 28 − 2 × 48݅ = 64 − 36 + 2 × 48݅ = 8ଶ − 2(8)(6݅) + (6݅)² = (8 − 6݅)² 
 

On a les équivalences : 
ସݖ = 28 − 96݅ ⇔ ସݖ − (28 − 96݅) = 0 ⇔ ଶ(ଶݖ) − (8 − 6݅)ଶ = 0 
⇔ ଶݖ] − (8 − ଶݖ][(6݅ + (8 − 6݅)] = 0  

Or, on a : 
− d’une part : 
ଶݖ − (8 − 6݅) = ଶݖ − [(3)ଶ − 2(3)(݅) + ݅ଶ] = ଶݖ − (3 − ݅)ଶ = ݖ] − (3 − ݖ][(݅ + (3 − ݅)] 
− d’autre part : 

²ݖ + (8 − 6݅) = ²ݖ − ݅ଶ(3 − ݅)ଶ = ଶݖ − [݅(3 − ݅)]ଶ = ଶݖ − (1 + 3݅)ଶ] 
= ݖ] − (1 + ݖ][(3݅ + (1 + 3݅) 

Donc : 
ଶݖ] − (8 − ଶݖ][(6݅ + (8 − 6݅)] = 0 
⇔ ݖ] − (3 − ݖ][(݅ + (3 − ݖ][(݅ − (1 + ݖ][(3݅ + (1 + 3݅)] = 0 
⇔ ݖ = 3 − ݖ ݑ ݅ = −3 + ݖ ݑ ݅ = 1 + ݖ ݑ 3݅ = −1 − 3݅ 
 

Conclusion : 
L’équation de départ admet donc pour solutions :  − − , +  , +  et − − . 
 

Complément 
  

Soit ܿ ∈ ℂ, on considère l’équation d’inconnue ݖ ∈ ℂ, ݖସ = ܿ.  
Montrons que si ߙ ∈ ℂ est une solution de cette équation, alors les nombres ݅ߙ− ,ߙ et –  ߙ݅
sont aussi des solutions de cette équation. 

Supposons que ߙ ∈ ℂ est une solution de ݖସ = ܿ, c’est-à-dire que : ߙସ = ܿ.  
On a : 
ସ(ߙ݅) • = ݅ସߙସ = (݅ଶ)ଶߙସ = (−1)ଶܿ = 1 × ܿ = ܿ donc ݅ߙ est une solution de ݖସ = ܿ 
ସ(ߙ−) • = (−1)ସߙସ = 1 × ܿ = ܿ donc (–ߙ) est une solution de ݖସ = ܿ 
ସ(ߙ݅−) • = (−1)ସ݅ସߙସ = 1 × (݅ଶ)ଶ × ܿ = 1 × (−1)ଶ × ܿ = ܿ donc (–  est une solution (ߙ݅
de ݖସ = ܿ 
Conséquence : si on connait l’une des solutions ߙ de ݖସ = ܿ et que ߙ ≠ 0, alors les 
solutions de ݖସ = ܿ sont les complexes : ߙ, – et ߙ− ,ߙ݅  .ߙ݅
Revenons à l’équation (ܧ) ∶ ସݖ = 28 − 96݅ : 
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on peut « deviner » que 3 − ݅ est une solution de (ܧ) : 
(3 − ݅)ସ = [(3 − ݅)ଶ]ଶ = (9 − 6݅ + ݅ଶ)ଶ = (8 − 6݅)ଶ = 8² − 2(8)(6݅) + (6݅)² 
= 64 − 96݅ − 36 = 28 − 96݅ 

et en déduire que les trois autres solutions sont : 
• ݅(3 − ݅) = 3݅ − ݅ଶ = 3݅ + 1 = 1 + 3݅ 
• −(3 − ݅) = −3 + ݅ 
• −݅(3 − ݅) = −(1 + 3݅) = −1 − 3݅ 
 

On retrouve bien les quatre solutions : 3 − ݅, −3 + ݅, 1 + 3݅ et −1 − 3݅. 


